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Предговор
Пред читаоцем се налази збирка задатака за Економски факултет у Београду. Збрика садржи

задатке са одржаних испита и колоквиjума, чиме покрива целокупно градиво за испит и колоквиjум.
Збирка jе настала као последица одржавања приватних часова коjима се аутор бави у слободно време,
према томе, свако копирање и даље дистрибуирање ове збирке jе забрањено.

Збирка обухвата следеће области:

1. Матрице

• матричне jедначине,

• ранг матрице.

2. Системи jедначина

• Гаусов алгоритам,

• Крамерово правило,

• Кронекер–Капелиjева теорема.

3. Граничне вредности

• геометриjски низ,

• теорема о уметнутим низовима.

4. Испитивање функциjа

• рационалне,

• експоненциjалне,

• корене,

• логаритамске.

5. Интеграли

6. Екстремне вредности функциjа више променњивих

• без услова,

• са условом.

7. Диференцне jедначине

8. Диференциjалне jедначине

• ДJ–на коjа раздваjа променљиве,

• линеарна ДJ–на jедначина,

• ДJ–на другог реда.

• Бернулиjева ДJ–на.
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1 Матрице

1.1 Теориjа

Дефинициjе

(1) Ранг матрице jе ред њене наjвеће квадратне регуларне субматрице(подматрице). Матрица jе
регуларна ако има инверзну матрицу, тj. ако jе њена детерминанта различита од нуле.

(2) Минор (Mi,j) елемента ai,j детерминанте реда n jесте детерминанта реда n − 1 коjа се добиjа
изостављањем i-те врсте и j-те колоне из дате матрице.

(3) Кофактор: Ai,j = (−1)i+j Mi,j.

Теореме

(1) Детерминанта квадратне матрице A jе jеднака нули ако:

1. сви елементи jедне врсте(колоне) матрице A су jеднаки нули,

2. матрица A има две jеднаке врсте(колоне),

3. матрица A има две пропорционалне врсте(колоне).

(2) Елементарне трансформациjе:

1. замена места двема врстама(колонама),

2. множење jедне врсте(колоне) броjем различитим од нула,

3. додавање елемената jедне врсте(колоне), претходно, помножене неким броjем, одговараjућим
елементима друге врсте(колоне).

(3) Множење матрица ниjе комутативна операциjа, тj. AB ̸= BA.

(4) Своjства по теорми:

1. A+B = B + A

2. (A+B) + C = A+ (B + C)

3. (A ·B) · C = A · (B · C)

4. A · (B + C) = A ·B + A · C

5. A · 0 = 0

6. A+ 0 = A

7. A · I = I · A = A

8. (AT )T = A

9. (A+B)T = AT +BT = BT + AT

10. (A ·B)T = BT · AT ̸= AT ·BT

11. (A ·B)−1 = B−1 · A−1 ̸= A−1 ·B−1

12. detA−1 = 1
detA

Напомена: детереминанта се може одредити само за квадратну матрицу.
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1.2 Задаци

1. Одредити детерминанте следећих матрица:

(а)
[

a11 a12 a13
a21 a22 a23

]
= . . . ?

(б)
[

m2 mn
mn n2

]
= . . . = 0.

(в)


−3 −1 3 2
3 −1 2 1
3 −1 −2 3
2 4 2 3

 = . . . = −372.

(г)


1 1 3 4
2 0 0 8
3 0 0 2
4 4 7 5

 = . . . = 100.

2. Решити следће матричне jедначине:

(а) AX = B
решење: X = A−1B

(б) K + 3X = XAB
решење: X = K (AB − 3 I)−1

(в) X−1M = B′ − 2B
решење: X = M (BT − 2B)−1

(г) XA+B = 3M − 2X
решење: X = (3M −B) · (A+ 2 I)−1

(д) AX + 3 I = B − 2X
решење: X = (A+ 2 I)−1 · (B − 3 I)

(ђ) (AX + I)−1 = B
решење: X = (BA)−1 · (I −B)

(е) (AX)−1 +B = I
решење: X = ((I −B) · A)−1

(ж) AX−1 +B = I
решење: X = (I −B)−1 · A.

(з) 12 (X − 3E)−1 = AM
решење: X = 12 (A ·M)−1 + 3E

(и) A ·X = A+ 3 I
решење: X = I + 3A−1

3. Одредити све матрице X коjе су комутативне са матрицом
[
1 0
3 1

]
.

решење: X =

[
a 0
c a

]
, a, c ∈ R.

4. Решити матричне jедначине и одредити матрицу X:

(а) AX = B , где jе A =

 2 1 −1
3 0 −1
0 −2 1

 и B =

−1 0 −1
−3 −1 −2
−1 0 1

 .

решење: detA = −1, adj(A) =

−2 1 −1
−3 2 −1
−6 4 −3

, X =

 0 1 1
2 2 2
3 4 5

.

(б) X · A = B, где jе A =

 4 3 5
1 1 2

−1 0 −1

 и B =

[
−1 1 0
11 13 18

]
.

решење: detA = −2, adj(A) =

−1 3 1
−1 1 −3
1 −1 1

, X =

[
0 1 2
3 4 5

]
.
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(в) AX = X + A, где jе A =

 2 1 0
0 2 1

−1 −1 2

.

решење: det (A− I) = 1, adj(A) =

 2 −1 1
−1 1 −1
1 0 1

, X =

 3 −1 1
−1 2 −1
1 0 2

.

5. Матричном методом решити систем jедначина:

x − y + 2z = 2
x + y = 0
x − z = 3

решење: R = {(2,−2,−1)}

6. Матричном методом решити систем jедначина:

3x − y + 2z = 1
x + y + z = 3
5x + y + 4z = 7

решење: детерминанта система jе jеднака нули, што значи
да jе матрица сингуларна. Како jе rang = 2, применом теореме о базисном минору
узимамо да jе z = α ∈ R, па матрчичним методом решавамо систем:

3x − y = 1 − 2α
x + y = 3 − α

,

одакле се добиjа да jе решење система: R =
{(

4−3α
4

, 8−α
4
, α
)
| α ∈ R

}
.

7. Ако jе A =

−1 2 −3
4 0 2
1 3 5

 и B =

 1 2 3
−1 4 4
0 7 8

, израчунати det(AB).

решење: применом Cauchy −Binet–овог своjства det(AB) = detA · detB = −66 · (−1) = 66.

8. Одредити ранг следећих матрица:

(а) A =

 1 1 1 1
2 3 −1 1
3 4 0 2


решење: rang A = 2.

(б) A =

 1 2 3 0
2 4 5 0
3 6 9 0


решење: rang A = 2.

(в) A =

 1 2 0
0 −2 2
1 1 1


решење: rang A = 2.

(г) A =

 1 2 3
2 3 a
1 2 0


решење: rang A = 3, за (∀a ∈ R).
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(д) A =

 1 1 1 1 −1
2 3 −1 1 −2
3 4 0 2 −3


решење: rang A = 2

(ђ) A =

 1 1 1 1
0 1 −3 −1
0 0 2 5


решење: rang A = 3

(е) A =


1 a 1 1
2 −1 −a 3
1 −8 0 0

−2 16 0 0


решење: за a = −3, rang A = 2,

за a ̸= −3, rang A = 3.

(ж) A =


1 0 0 0
0 5 0 0
1 0 20 0

22 11 9 1


решење: rang A = 4

9. Одредити два базисна минора матрице:

A =


0 3 1 1
0 −3 −1 −1
0 2 3 −2
0 4 6 −4


решење: Ако jе r ранг неке матрице A, онда

детерминанту сваке њене подматрице димензиjа
r × r називамо базисним минором матрице A.
Дакле, наш задатак jе да у датоj матрици
пронађемо две подматрице типа r × r чиjе су
детерминанте различите од нуле.

2 Системи jедначина

2.1 Гаусов алгоритам

1. Применом Гаусовог алгоритма решити
систем jедначина:

x + y + z = 2
x + 2y + 3z = 2
x + y − 2z = 5

решење: R = {(1, 2,−1)}

2. Применом Гаусовог алгоритма решити систем
jедначина:

x + y + z = 6
2x + y + 3z = 13
−x + 5y − 2z = 3

решење: R = {(1, 2, 3)}

3. Применом Гаусовог алгоритма решити
систем jедначина:

x + y + z = 3
x − y − z = 4
x + 3y + 3z = 1
x + 2y + 2z = 2

решење: R = Ø

4. Применом Гаусовог алгоритма решити
систем jедначина:

2018x + 1999y + 1999z = 6035
1999x + 2018y + 1999z = 6035
1999x + 1999y + 2018z = 5978

решење: R = {(2, 2,−1)}
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2.2 Крамерово правило

Крамерово правило
Крамерово правило користимо за решавање квадратних система jедначина. Разликуjемо три случаjа:

1. Ако jе ∆ ̸= 0 систем jе САГЛАСАН и одређен, тj. има jединствено решење.

x1 =
∆x1

∆
, x2 =

∆x2

∆
, . . . , xn =

∆xn

∆

2. Ако jе ∆ = 0 и бар jедна од детерминанти ∆x1,∆x2, . . . ,∆xn jе различита од нуле, систем jе
несагласан, тj. нема решење.

3. Ако су све детерминанте jеднаке нули, тj. ∆ = ∆x1 = ∆x2 = . . . = ∆xn = 0, систем jе
НЕОДРЕЂЕН и има или бесконачно много решења или нема решења. Проверавамо Гаусовим
или неким другим алгоритмом.

1. Зависно од реалног параметра a дискутовати и решити систем линеарних jедначина:

2x − y + 3z = 1
3x − 2y + 3z = 1
7x − 4y + a2z = a

решење: 1. За a ̸= 3 ∧ a ̸= −3 систем jе сагласан и има jединствено решење:
(x, y, z) =

{(
a

a+3
, a
a+3

, 1
a+3

)}
2. За a = 3 систем има бесконачно много решења: (x, y, z) = {(1− 3α, 1− 3α, α) |α ∈ R}

3. За a = −3 систем нема решења: R = Ø.

2. Зависно од реалног параметра a дискутовати и решити систем линеарних jедначина:

2ax − y + 3z = 4
3ax − 2y + 2z = 3a
7ax − 4y + 8z = 11

решење: 1. За a ̸= 1 систем нема решења: R = Ø.

2. За a = 1 систем има бесконачно много решења: (x, y, z) = {(5− 4α, 6− 5α, α) |α ∈ R}

3. Ако jе abc ̸= 0, зависно од осталих вредности реалних параметара a, b, c дискутовати и решити
систем линеарних алгебарских jедначина:

ay + bx = c
cx + az = b
bz + cy = a

решење: систем има jединствено решење:

(x, y, z) =

{(
c2 + b2 − a2

2bc
,
a2 + c2 − b2

2ac
,
b2 + a2 − b2

2ab

)}
4. Зависно од реалног параметра a дискутовати и решити систем линеарних jедначина:

3x − 2y + 3z = 2
ax + (a− 7)y + z = 8
2x + y − z = 3

решење: 1. За a ̸= 7 систем има jединствено решење: (x, y, z) =
{(

11
8
,−11

8
,−13

8

)}
.

2. За a = 7 систем има бесконачно много решења: (x, y, z) =
{(

8−α
7
, 5+9α

7
, α
)
|α ∈ R

}
8
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5. Зависно од реалног параметра a дискутовати и решити систем линеарних jедначина:

−x + 3y − (a+ 1)z = 0
ax − 3y + 2z = 0
x − 3y + 2z = 0

решење: 1. За a ̸= 1 систем има jединствено решење: R = (0, 0, 0).

2. За a = 1 систем има бесконачно много решења: (x, y, z) = {(3α− 2β, α, β) |α, β ∈ R}

6. Зависно од реалног параметра a дискутовати и решити систем линеарних jедначина:

2x − 3y + 2z = 0
x + y + z = 0
3x − 2y + az = 0

решење: 1. За a ̸= 3 систем има jединствено решење: R = (0, 0, 0).

2. За a = 3 систем има бесконачно много решења: (x, y, z) = {(−α, 0, α) |α ∈ R}

7. Зависно од реалних параметара p, q дискутовати и решити систем линеарних jедначина:

x + 3y − 4z = 0
2x + (p+ 7)y − 6z = 1
−x + (p− 2)y + (p− 1)z = q + 3

решење: 1. За p ̸= −1 ∧ p ̸= 7 систем има jединствено решење:

(x, y, z) =

{(
4pq + 5p+ 10q + 41

(p− 7)(p+ 1)
,
p− 2q − 11

p2 − 6p− 7
,
q + 2

p− 7

)}
.

2. За p = 7 ∧ q = −2 систем има бесконачно много решења:

(x, y, z) = {(19α + 2, α,−4α + 1/2) |α ∈ R}

3. За p = 7 ∧ q ̸= −2 систем нема решење, R = Ø

4. За p = −1 ∧ q = −6, систем има бесконачно много решења

(x, y, z) = {(3α + 2, α,
1

2
)}

.
5. За p = −1 ∧ q ̸= −6 систем нема решење, R = Ø

8. Зависно од реалног параметра a дискутовати и решити систем линеарних jедначина:

x + 2y − az = 1
ax + 2y − z = 2
x + z = 3

решење: 1. За a ̸= 4
3

систем нема решење, R = Ø

2. За a = 4
3

систем има бесконачно много решења:

(x, y, z) =

{(
3− α,

−6 + 7α

6
, α

)
|α ∈ R

}
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2.3 Кронекер – Капелиjева теорема

Систем линеарних алгебарских jедначина jе сагласан ако и само као jе rang A = rang Ap.

Ако jе n броj непознатих, тада важи:

1. ако jе rang A = rang Ap = n систем jе сагласан и има jединствено решење,

2. ако jе rang A = rang Ap < n систем има бесконачно много решења,

3. ако jе rang A < rang Ap систем нема решење.

1. Применом Кронекер –Капелиjеве теореме у зависности од реалног парамтера a решити систем
jедначина:

x − y − 2z = 0
3x + 2y − z = 0
4x + y − 3z = 0
2x + 3y + az = 0

решење: 1. За a = 1 → rang A = 2 = rang Ap < n = 3 систем има бесконачно много решења:

(x, y, z) = {(α,−α, α)|α ∈ R}

. 2. За a ̸= 1 → rang A = 3 = rang Ap = n = 3 систем има jединствено решење

(x, y, z) = (0, 0, 0)

2. Применом Кронекер –Капелиjеве теореме у зависности од реалног парамтера a решити систем
jедначина:

x + 2y + 3z + 4t = 1
2x + 2y − z + 2t = a− 4
3x + ay − 5z + = −5

решење: 1. За a = 2 → rang A = 2 = rang Ap < n = 4, систем има бесконачно много решења:

(x, y, z, t) =

{(
−3 + 2α + 4β, 2− 3β − 7

2
α, α, β

)
| α, β ∈ R

}
2. За a ̸= 2 → rang A = 3 = rang Ap < n = 4, систем има бесконачно много решења:

(x, y, z, t) =

{(
−5

3
+

2

3
a+

5

3
α,−2, α ,

5

3
− 1

6
a− 7

6
α

)
| α ∈ R

}
.

3. Дата jе матрица A система S. Решити систем применом Кронекер – Капелиjеве теореме. 1 1 −1 | 1
0 1 2 | 3
0 0 0 | 4


решење: Како jе rang A = 2 < rang Ap = 3 → систем нема решења, R = Ø.

10

www.e
ko

f-m
at

em
at

ika
.rs



3 Граничне вредности функциjе

3.1 Теориjа

Дефинициjе

(1) Поjам граничне вредности функциjе дефинише се као:

lim
n→∞

an = a ↔ (∀ε > 0)(∃n0(ε) ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 → |an − a| < ε) ↔ an ∈ (a− ε, a+ ε)

(2) Броj a ∈ R jе гранична вредност низа an ако за сваку околину тачке a важи да се ван ње налази
само коначно много чланова низа.

(3) Низ an конвергира ако постоjи a ∈ R тако да jе lim
n→∞

an = a.

(4) Ако низ има граничну вредност +∞ или −∞, кажемо да низ одређено дивергира, а уколико
lim
n→∞

an не постоjи, кажемо да низ неодређено дивергира.
Пример низа коjи неодређено дивергира lim

n→∞
(−1)n

(5) Геометриjски низ: an = qn, q ∈ R

lim
n→∞

an =


0, |q| < 1

1, q = 1

+∞, q > 1

не постоjи, q ⩽ −1

(6) Неодређени изрази:

∞
∞

,
0

0
, 0 · ∞, ∞−∞, 1∞, 00, ∞0

Теореме

(1) Теорема о уметнутим низовима ( теорема о два полицаjца)

Ако jе lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn и низ (cn) задовољава услов (∃n0 ∈ N) (∀n ∈ N) (n ≥ n0 → an < cn < bn)

онда низ (cn) конвергира и важи: lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn.

(2) Лопиталово правило

Нека jе дат лимес lim
x→a

f(x)

g(x)
. Ako je lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = ±∞ или ако jе lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0,

тj. lim
x→a

f(x)

g(x)
=

∞
∞

или lim
x→a

f(x)

g(x)
=

0

0
, тада се може применити Лопиталово правило коjе каже да

jе lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Уколико се као резултат лимеса добиjе 0 · ∞ могуће jе изразити га као
0
1
1
∞

= 0
0

и онда применити
Лопиталово правило.
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Корисно у задацима

n! = n(n− 1)(n− 2) · . . . · 1

1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2

12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

lim
n→∞

n
√
n = 1

lim
n→∞

n
√
nk = 1

Шта наjбрже тежи бесконачности?

1. lim
n→∞

nn

2. lim
n→∞

n!

3. lim
n→∞

an, a > 1

4. lim
n→∞

nk, k = const.

5. lim
n→∞

ln(n)

Примери:

(1) lim
n→∞

n!(n2 + 1)

nn
= . . . = 0

(2) lim
n→∞

ln(n)

n!
= . . . = 0

(3) lim
n→∞

n5

ln(1000!)
= . . . = +∞

Важни лимеси

1. lim
x→0

sinx

x
= 1 ↔ lim

x→∞

sin 1
x

1
x

= 1

2. lim
x→0

(1 + x)
1
x = e ↔ lim

x→∞
(1 +

1

x
)x = e

3. lim
x→0

ex − 1

x
= 1 ↔ lim

x→∞

e
1
x − 1
1
x

= 1

4. lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1 ↔ lim

x→∞

ln(1 + 1
x
)

1
x

= 1

5. lim
x→0

ax − 1

x
= ln(a) ↔ lim

x→∞

a
1
x − 1
1
x

= ln(a)

6. lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α

3.2 Задаци

1. Израчунати следеће граничне вредности:

(1) lim
x→−2−

2− x2

x2 − 4
= . . . = −∞

(2) lim
x→3+

2− x

x2 − 9
= . . . = −∞

(3) lim
x→0−

x− 1

3−
√
9− x

= . . . = +∞

(4) lim
x→+∞

4x2 −
√
9x2 + 1

x2 + 1
= . . . = 4

(5) lim
x→0+

x− 1

2−
√
x+ 4

= . . . = +∞

(6) lim
x→2

x · sin(x− 2)

x− 2
= . . . = 2

(7) lim
x→3

2x−3 − 1

x(x− 3)
= . . . =

ln2

3

(8) lim
x→0

(1 + sin 3x)2 − 1

x
= . . . = 6

(9) lim
x→+∞

2
√
x (e

1√
x − 1) = . . . = 2

(10) lim
x→−∞

x√
x2 + 1

= . . . = −1

(11) lim
x→−3+

x− 1

9− x2
= . . . = −∞

(12) lim
x→−3−

x− 1

9− x2
= . . . = +∞

(13) lim
x→0

2x

e3x − 1
= . . . =

2

3

(14) lim
x→2

5x− x2 − 6

2x2 − x− 6
= . . . =

1

7

(15) lim
x→+∞

(
x+ 2

x

)2x

= . . . = e4
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(16) lim
x→0

e−4x − 1 + 4x

x2
= . . . = 8

(17) lim
x→0

2− 2 cos 3x− x2

1− x2
= . . . = 0

(18) lim
x→0

1− e−3x − 3x− x2

x2
= . . . =

−11

2

(19) lim
x→2π

1− cosx

2x2
= . . . = 0

(20) lim
x→1

ex
2−1 − 1

x− 1
= . . . = 2

(21) lim
x→0+

ln(1 + 2x)√
x

= . . . = 0

(22) lim
x→1

(sin 5x+ 1)3 − 1

sin 3x
= . . . = 5

(23) lim
x→0

e2x − e3x

sinx
= . . . = −1

(24) lim
x→0

ln(1− x) + x2

x− 1 + ex
= . . . = −1

2

(25) lim
x→−∞

x · ex = . . . = 0

(26) lim
x→1

(1 + x)2 − 4

x− 1
= . . . = 4

2. Израчунати следећу граничну вредност:

lim
n→∞

(√
2 · 4

√
2 · 8

√
2 · . . . · 2n

√
2
)
= . . . = 2

9. Одредити граничну вредност:

lim
x→0

(2− cosx)
3

2x2 = . . . =
4
√
e3

3. Израчунати следећу граничну вредност:(
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

n(n+ 1)

)
= . . . = 1

10. Одредити граничну вредност:

lim
x→+∞

(π
2
− arctgx

) 1
x
= . . . =

π

2

4. Одредити граничну вредност lim
n→∞

an, ако jе:

an =
n

n2 + 1
+

n

n2 + 2
+ . . .+

n

n2 + n

решење: Применом теореме о уметнутим
интервалима добиjа се решење
lim
n→∞

an = 1.

5. Израчунати следећу граничну вредност:(
1

1 · 3
+

1

3 · 5
+ . . .+

1

(2n− 1)(2n+ 1)

)
= . . . =

1

2

6. Израчунати следећу граничну вредност:(
1

2 · 8
+

1

8 · 14
+ . . .+

1

(6n− 4)(6n+ 2)

)
= . . . =

1

12

7. Израчунати следећу граничну вредност:(
1

2 · 7
+

1

7 · 12
+ . . .+

1

(5n− 3)(5n+ 2)

)
= . . . =

1

10

8. Одредити граничну вредност lim
n→∞

Xn, ако jе:

Xn =
1

4
√
n4 − 2n

+
1

4
√
n4 − 2n+ 1

+ . . .+
1

4
√
n4 + 3n

решење: Применом теореме о уметнутим
интервалима добиjа се решење
lim
n→∞

Xn = 1.
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4 Функциjе

4.1 Теориjа

4.1.1 Домен дефинисаности

У овоj тачки проверавамо да ли jе функциjа дефинисана у свакоj тачки скупа реалних броjева
R. Важно jе напоменути да домен дефинисаности функциjе морамо узети у обзир приликом
одређивања било коjе тачке у поступку испитивања функциjе.

Разликуjемо следеће случаjеве:

(а) Ако jе дата рационална функциjа P (x)
Q(x)

онда jе Q(x) ̸= 0.

(б) Ако jе дата логаритамска функциjа ln(⊗) онда jе ⊗ > 0.

(в) Ако jе дата корена функциjа
√
⊙ онда jе ⊙ ≥ 0 (паран корен).

(г) Ако jе дата корена функциjа 3
√
⊖, онда jе она свуда дефинисана (непаран корен).

(д) Ако jе дата експоненциjална функциjа ex, онда jе она свуда дефинисана.

4.1.2 Парност/Непарност

(а) Ако jе f(−x) = f(x) кажемо да jе функциjа парна и тада jе функциjа симетрична у односу
на y−осу.
(б) Ако jе f(−x) = −f(x) кажемо да jе функциjа непарна и тада jе функциjа симетрична у односу
на координатни почетак.

4.1.3 Нуле и знак функциjе

f(0) = a ∈ R ↔ даjе тачку A(0, a) коjа представља пресек функциjе са y−осом.
y = f(x) = 0 ↔ даjе тачку B(b, 0) коjа представља пресек функциjе са x−осом.

Код одређивања знака функциjе, цртамо табелу и узимамо у обзир област домена дефинисаности
функциjе. Знак нам говори да ли се функциjа и на ком сегменту налази изнад или испод x−осе.

4.1.4 Монотоност и екстремне вредности

У овом кораку радимо први извор функциjе коjу испитуjемо. Када одредимо извод, одређуjемо
знак извода цртаjући табелу, а онда из табеле узимамо податке на ком сегменту jе функциjа
растућа (за знак +), односно опадаjућа (за знак -). Да бисмо одредили екстремне вредности,
тj. минимум и максимум, гледамо тачке у табели где функциjа прво расте до те тачке, а онда
опада, и обрнуто. Координате тачака минимума и максимума одређуjемо тако што за x кординату
узимамо тачку у коjоj функциjа прелази из растуће у опадаjућу или из опадаjуће у растућу, а за
y кординату узимамо вредност функциjе у тоj тачки.

4.1.5 Конвексност, конкавност и превоjне тачке

Одређуjемо други извод функциjе као извод првог извода, а задим гледамо знак другог извода у
табели и на основу тога одређуjемо сегменте на коме jе функциjа конвексна или конкавна.
Превоjна тачка функциjе jе тачка у коjоj функциjа прелази из конкавности у конвексност, односно
из конвексности у конкавност.
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4.1.6 Асимптоте

(а) Вертикалну асимптоту одређуjемо из домена дефинисаности, односно одређуjемо jе у тачки
у коjоj функциjа ниjе дефинисана. Формирамо лимес тако да x → a±, при чему jе тачка a тачка
у коjоj функциjа ниjе дефинисана (нпр. Df : x ∈ (−∞, a) ∪ (a,+∞)), и ако као резултат лимеса
добиjемо ±∞ , кажемо да jе x = a, вертикална асимптота функциjе, а уколико резултат лимеса
буде неки коначан броj, онда кажемо да функциjа нема вертикалну асимптоту у тоj тачки.

Другим речима, ако jе lim
x→a±

f(x) = ±∞, кажемо да jе x = a вертикална асимптота функциjе.

(б) Хоризонталну асимптоту одређуjемо тако што пустимо да x → ±∞. Уколико jе резултат
лимеса коначан броj b ∈ R, кажемо да jе y = b хоризонтална асимптота функциjе. Ако се као
резултат лимеса добиjе ±∞, онда функциjа нема хоризонталну асимптоту.

Другим речима, ако jе lim
x→±∞

f(x) = b, b ∈ R, кажемо да jе y = b хоризонтална асимптота функциjе.

(в) Косу асимптоту одређуjемо из експлицитног облика праве y = kx+ n.

k = lim
x→±∞

f(x)

x
n = lim

x→±∞
(f(x)− kx)

Коса асимптота не постоjи уколико се добиjе да jе:

• k = 0, jер у том случаjу коса асимптота постаjе хоризонтална асимптота (y = n).

• k = ±∞

• n = ±∞

Напомене:

• ако jе домен дефинисаности Df : x ∈ (−∞,+∞), не постоjи вертикална асимптота,

• ако постоjи хоризонтална асимптота, онда не испитуjемо косу асимптоту jер не постоjи,

• ако не постоjи хоризонтална асимптота, онда испитуjемо постоjање косе асимптоте.

4.1.7 График функциjе

Да бисмо успешно и тачно нацртали график функциjе, неопходно jе да:

• поделу x и y осе одаберемо онако како нама одговара и функциjи коjу испитуjемо,

• у график уцртавамо тачке пресека функциjе са x и y осом, екстреме, превоjне тачке и асимптоте,

• пратимо знак функциjе, монотоност и конвексност/конкавнос,

• цртамо график.
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4.2 Задаци

4.2.1 Рационалне функциjе

1. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) =
x2 − x− 2

x+ 2

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈ (−∞,−2) ∪ (−2,+∞)

(2) Парност/Непарност:

f(−x) ̸= f(x) ̸= −f(x) ⇒ ни парна, ни непарна.

(3) Нуле и знак:

f(0) = −1 → A(0,−1)

f(x) = 0 → B(2, 0), C(−1, 0)

f(x) < 0 za x ∈ (−∞,−2) ∪ (−1, 2)

f(x) > 0 za x ∈ (−2,−1) ∪ (2,+∞)

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) =
x2 + 4x

(x+ 2)2
=

x(x+ 4)

(x+ 2)2

f(x) ↓ za x ∈ (−4,−2) ∪ (−2, 0)

f(x) ↑ za x ∈ (−∞,−4) ∪ (0,+∞)

max : M1(−4,−9), min : M2(0,−1)

(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) =
8

(x+ 2)3

f(x) je ∩ za x ∈ (−∞,−2)

f(x) je ∪ za x ∈ (−2,+∞)

(6) Асимптоте:

x = −2 jе вертикална асимптота.

Нема хоризонталних асимптота.

y = −3 jе коса асимптота.

(7) График функциjе:
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2. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) =
x3 − 1

x2

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞)

(2) Парност/Непарност:

f(−x) ̸= f(x) ̸= −f(x) ⇒ ни парна, ни непарна.

(3) Нуле и знак:

f(x) = 0 → A(1, 0)

f(0) не може jер функциjа ниjе дефинисана у нули.

f(x) < 0 za x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1)

f(x) > 0 za x ∈ (1,+∞)

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) =
x4 + 2x

x4
=

x3 + 2

x3

f(x) ↓ za x ∈ (− 3
√
2, 0)

f(x) ↑ za x ∈ (−∞,− 3
√
2) ∪ (0,+∞)

max : M1(− 3
√
2,− 3

3
√
4
)

(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) =
−6

x4

Функциjа jе конкавна на целом домену.
Нема превоjних тачака.

(6) Асимптоте:

x = 0 jе вертикална асимптота.

Нема хоризонталних асимптота.

y = x jе коса асимптота.

(7) График функциjе:

17

www.e
ko

f-m
at

em
at

ika
.rs



3. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) =
x3

2(x+ 1)2

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈ (−∞,−1) ∪ (−1,+∞)

(2) Парност/Непарност:

f(−x) ̸= f(x) ̸= −f(x) ⇒ ни парна, ни непарна.

(3) Нуле и знак:

f(0) = 0 → A(0, 0)

f(x) = 0 → B(0, 0)

f(x) < 0 za x ∈ (−∞,−1) ∪ (−1, 0)

f(x) > 0 za x ∈ (0,+∞)

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) =
x3 + 3x2

2(x+ 1)3
=

x2(x+ 3)

2(x+ 1)3

f(x) ↓ za x ∈ (−3,−1)

f(x) ↑ za x ∈ (−∞,−3) ∪ (−1,+∞)

max : M1(−3,−27

8
)

(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) =
3x

(x+ 1)4

f(x) je ∩ za x ∈ (−∞,−1) ∪ (−1, 0)

f(x) je ∪ za x ∈ (0,+∞)

p.t. P1(0, 0)

(6) Асимптоте:

x = −1 jе вертикална асимптота.

Нема хоризонталних асимптота.

y = 1
2
x− 1 jе коса асимптота.

(7) График функциjе:
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4. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) =
2x3

x2 + 1

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈ (−∞,+∞)

(2) Парност/Непарност:

f(−x) = −f(x) ⇒ непарна функциjа.

(3) Нуле и знак:

f(0) = 0 → A(0, 0)

f(x) = 0 → B(0, 0)

f(x) < 0 za x ∈ (−∞, 0)

f(x) > 0 za x ∈ (0,+∞)

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) =
2x4 + 6x2

(x2 + 1)2

f(x) ↑ za x ∈ (−∞,+∞)

(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) =
4x(3− x2)

(x2 + 1)3

f(x) je ∩ za x ∈
(
−
√
3, 0
)
∪
(√

3,+∞
)

f(x) je ∪ za x ∈ (−∞,−
√
3) ∪ (0,

√
3)

p.t. P1

(
−
√
3,− 3

√
3

2

)
, P2(0, 0), P3

(
√
3,

3
√
3

2

)

(6) Асимптоте:

Нема вертикалних асимптота.

Нема хоризонталних асимптота.

y = 2x jе коса асимптота.

(7) График функциjе:
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5. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) =
x2 − 3x+ 2

x2

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞)

(2) Парност/Непарност:

f(−x) ̸= f(x) ̸= −f(x) ⇒ ни парна, ни непарна.

(3) Нуле и знак:

f(x) = 0 → A(1, 0), B(2, 0)

f(x) < 0 za x ∈ (1, 2)

f(x) > 0 za x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1) ∪ (2,+∞)

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) =
3x2 − 4x

x4
=

x(3x− 4)

x4

f(x) ↓ za x ∈
(
0,

4

3

)
f(x) ↑ za x ∈ (−∞, 0) ∪

(
4

3
,+∞

)
min : M1

(
4

3
,−1

8

)
(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) =
6(2− x)

x4

f(x) je ∩ za x ∈ (2,+∞)

f(x) je ∪ za x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 2)

p.t. P1(2, 0)

(6) Асимптоте:

x = 0 jе вертикална асимптота.

y = 1 jе хоризонталних асимптота.

Нема косих асимптота.

(7) График функциjе:
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6. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) =
x− 2

(x− 4)2

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈ (−∞, 4) ∪ (4,+∞)

(2) Парност/Непарност:

f(−x) ̸= f(x) ̸= −f(x) ⇒ ни парна, ни непарна.

(3) Нуле и знак:

f(0) = 0 → A

(
0,−1

8

)
f(x) = 0 → B(2, 0)

f(x) < 0 za x ∈ (−∞, 2)

f(x) > 0 za x ∈ (2, 4) ∪ (4,+∞)

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) =
−x

(x− 4)3

f(x) ↓ za x ∈ (−∞, 0) ∪ (4,+∞)

f(x) ↑ za x ∈ (0, 4)

min : M1

(
0,−1

8

)
(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) =
2x+ 4

(x− 4)4

f(x) je ∩ za x ∈ (−∞,−2)

f(x) je ∪ za x ∈ (−2, 4) ∪ (4,+∞)

p.t. P1

(
−2,−1

9

)
(6) Асимптоте:

x = 4 jе вертикална асимптота.

y = 0 jе хоризонтална асимптота.

Нема косих асимптота.

(7) График функциjе:
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7. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) =
(x− 1)2

x2 + 1

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈ (−∞,+∞)

(2) Парност/Непарност:

f(−x) ̸= f(x) ̸= −f(x) ⇒ ни парна, ни непарна.

(3) Нуле и знак:

f(0) = 1 → A(0, 1)

f(x) = 0 → B(1, 0)

f(x) < 0 za x ∈ ∅

f(x) > 0 za x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞)

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) =
2(x2 − 1)

(x2 + 1)2

f(x) ↓ za x ∈ (−1, 1)

f(x) ↑ za x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞)

max : M1(−1, 2), min : M2(1, 0)

(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) =
4x(−x2 + 3)

(x2 + 1)3

f(x) je ∩ za x ∈
(
−
√
3, 0
)
∪
(√

3,+∞
)

f(x) je ∪ za x ∈
(
−∞,−

√
3
)
∪
(
0,
√
3
)

p.t. P1

(
−
√
3,

2 +
√
3

2

)
, P2(0, 1), P3

(
√
3,

2−
√
3

2

)

(6) Асимптоте:

Нема вертикалних асимптота.

y = 1 jе хоризонтална асимптота.

Нема косих асимптота.

(7) График функциjе:
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4.2.2 Експоненциjалне функциjе

1. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) =
e−x

x− 1

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞)

(2) Парност/Непарност:

f(−x) ̸= f(x) ̸= −f(x) ⇒ ни парна, ни непарна.

(3) Нуле и знак:

f(0) = −1 → A(0,−1)

f(x) ̸= 0 (∀x)

f(x) < 0 za x ∈ (−∞, 1)

f(x) > 0 za x ∈ (1,+∞)

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) =
−x · e−x

(x− 1)2

f(x) ↓ za x ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞)

f(x) ↑ za x ∈ (−∞, 0)

max : M1(0,−1)

(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) =
e−x(x2 + 1)

(x− 1)3

f(x) je ∩ za x ∈ (−∞, 1)

f(x) je ∪ za x ∈ (1,+∞)

Нема превоjних тачака.

(6) Асимптоте:

x = 1 jе вертикална асимптота.

y = 0 jе хоризонтална асимптота.

Нема косих асимптота.

(7) График функциjе:
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2. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) =
1

ex − 1

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞)

(2) Парност/Непарност:

f(−x) ̸= f(x) ̸= −f(x) ⇒ ни парна, ни непарна.

(3) Нуле и знак:

f(x) < 0 za x ∈ (−∞, 0)

f(x) > 0 za x ∈ (0,+∞)

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) =
−ex

(ex − 1)2

f(x) ↓ za x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞)

f(x) ↑ za x ∈ Ø

(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) =
ex(ex + 1)

(ex − 1)3

f(x) je ∩ za x ∈ (−∞, 0)

f(x) je ∪ za x ∈ (0,+∞)

Нема превоjних тачака.

(6) Асимптоте:

x = 0 jе вертикална асимптота.

y = 0, y = −1 хоризонталне.

Нема косих асимптота.

(7) График функциjе:

24

www.e
ko

f-m
at

em
at

ika
.rs



3. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) = x · e−x2

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈ (−∞,+∞)

(2) Парност/Непарност:

f(−x) = −f(x) ⇒ непарна функциjа

(3) Нуле и знак:

f(0) = 0 → A(0, 0)

f(x) = 0 → B(0, 0)

f(x) < 0 za x ∈ (−∞, 0)

f(x) > 0 za x ∈ (0,+∞)

(6) Асимптоте:

Нема вертикалних асимптота.

y = 0 jе хоризонтална асимптота.

Нема косих асимптота.

(7) График функциjе:

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) = e−x2

(1− 2x2)

f(x) ↓ za x ∈

(
−∞,−

√
2

2

)
∪

(√
2

2
,+∞

)

f(x) ↑ za x ∈

(
−
√
2

2
,

√
2

2

)

min : M1

(
−
√
2

2
,− 1√

2e

)
max : M2

(√
2

2
,

1√
2e

)
(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) = −2xe−x2

(3− 2x2)

f(x) je ∩ za x ∈

(
−∞,−

√
3√
2

)
∪

(
0,

√
3√
2

)

f(x) je ∪ za x ∈

(
−
√
3√
2
, 0

)
∪

(√
3√
2
,+∞

)

p.t. P1

(
−
√
3√
2
,−

√
3√
2e3

)
, P2(0, 0), P3

(√
3√
2
,

√
3√
2e3

)
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4. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) = (x2 − 8) · ex

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈ (−∞,+∞)

(2) Парност/Непарност:

f(−x) ̸= f(x) ̸= −f(x) ⇒ ни парна, ни
непарна.

(3) Нуле и знак:

f(0) = −8 → A(0,−8)

f(x) = 0 → B
(
2
√
2, 0
)
, C
(
−2

√
2, 0
)

f(x) < 0 za x ∈
(
−2

√
2, 2

√
2
)

f(x) > 0 za x ∈
(
−∞,−2

√
2
)
∪
(
2
√
2,+∞

)

(6) Асимптоте:

Нема вертикалних асимптота.

y = 0 jе хоризонтална асимптота.

Нема косих асимптота.

(7) График функциjе:

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) = ex(x− 2)(x+ 4)

f(x) ↓ za x ∈ (−4, 2)

f(x) ↑ za x ∈ (−∞,−4) ∪ (2,+∞)

min : M1

(
2,−4e2

)
max : M2

(
−4,

8

e4

)
(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) = ex
(
x2 + 4x− 6

)
f(x) je ∩ za x ∈

(
−2−

√
10,−2 +

√
10
)

f(x) je ∪ za x ∈
(
−∞,−2−

√
10
)
∪
(
−2 +

√
10,+∞

)
p.t. P1

(
−2−

√
10, e−2−

√
10 ·
(
6 + 4

√
10
))

, P2

(
−2 +

√
10, e−2+

√
10 ·
(
6− 4

√
10
))
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5. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) =
ex

x2 − 3

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈
(
−∞,−

√
3
)
∪
(
−
√
3,
√
3
)
∪
(√

3,+∞
)

(2) Парност/Непарност:

f(−x) ̸= f(x) ̸= −f(x) ⇒ ни парна, ни
непарна.

(3) Нуле и знак:

f(0) = −1

3
→ A

(
0,−1

3

)
f(x) ̸= 0 → nema

f(x) < 0 za x ∈
(
−
√
3,
√
3
)

f(x) > 0 za x ∈
(
−∞,−

√
3
)
∪
(√

3,+∞
)

(6) Асимптоте:

x = ±
√
3 су хоризонталне асимптоте.

y = 0 jе хоризонтална асимптота.

Нема косих асимптота.

(7) График функциjе:

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) =
ex · (x2 − 2x− 3)

(x2 − 3)2

f(x) ↓ za x ∈
(
−1,

√
3
)
∪
(√

3, 3
)

f(x) ↑ za x ∈
(
−∞,−

√
3
)
∪
(
−
√
3,−1

)
∪ (3,+∞)

min : M1

(
3,−e3

6

)
max : M2

(
−1,− 1

2e

)
(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) =
ex · (x4 − 4x3 + 12x+ 15)

(x2 − 3)3

f(x) je ∩ za x ∈
(
−
√
3,
√
3
)

f(x) je ∪ za x ∈
(
−∞,−

√
3
)
∪
(√

3,+∞
)

p.t. nema
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4.2.3 Логаритамске функциjе

1. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) =
x

1 + ln x

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈
(
0,

1

e

)
∪
(
1

e
,+∞

)
(2) Парност/Непарност:

f(−x) ̸= f(x) ̸= −f(x) ⇒ ни парна, ни
непарна.

(3) Нуле и знак:

f(0) ̸= 0 → nema

f(x) ̸= 0 → nema

f(x) < 0 za x ∈
(
0,

1

e

)
f(x) > 0 za x ∈

(
1

e
,+∞

)

(6) Асимптоте:

x = 1
e

jе вертикална асимптота.

Нема хоризонталних асимптота.

Нема косих асимптота.

(7) График функциjе:

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) =
lnx

(1 + ln x)2

f(x) ↓ za x ∈
(
0,

1

e

)
∪
(
1

e
, 1

)
f(x) ↑ za x ∈ (1,+∞)

min : M1(1, 1)

(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) =
1− lnx

x (1 + ln x)3

f(x) je ∩ za x ∈
(
0,

1

e

)
∪ (e,+∞)

f(x) je ∪ za x ∈
(
1

e
, e

)
p.t. P1

(
e,

e

2

)
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2. Испитати ток и скицирати график функциjе

f(x) = ln2 x− 4 lnx+ 3

решење:

(1) Домен дефинисаности:

Df : x ∈ (0,+∞)

(2) Парност/Непарност:

f(−x) ̸= f(x) ̸= −f(x) ⇒ ни парна, ни
непарна.

(3) Нуле и знак:

f(0) ̸= 0 → nema

f(x) = 0 → A(e, 0), B
(
e3, 0

)
f(x) < 0 za x ∈

(
e, e3

)
f(x) > 0 za x ∈ (0, e) ∪

(
e3,+∞

)

(6) Асимптоте:

x = 0 jе вертикална асимптота.

Нема хоризонталних асимптота.

Нема косих асимптота.

(7) График функциjе:

(4) Монотоност и екстремне вредности:

f ′(x) =
2 lnx− 4

x

f(x) ↓ za x ∈
(
0, e2

)
f(x) ↑ za x ∈

(
e2,+∞

)
min : M1

(
e2,−1

)
(5) Конвексност, конкавност и превоjне тачке:

f ′′(x) =
6− 2 lnx

x2

f(x) je ∩ za x ∈
(
e3,+∞

)
f(x) je ∪ za x ∈

(
0, e3

)
p.t. P1

(
e3, 0

)
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5 Диференциjалне jедначине

5.1 Диференциjална jедначина са раздвоjеном променљивом

Jедначина облика y′ = f(x)·g(y) представља диференциjалну jедначину са раздвоjеном променљивом.

Оваj тип диференциjалне jедначине решавамо на следећи начин:

1. заменимо y′ = dy
dx

,

2. све по y пребацимо на леву страну, а све по x на десну страну,

3. урадимо интеграл леве и десне стране.

Задатак. Одредити опште решење следећих диференциjалних jедначина:

[1.] yy′ − x = 0

решење: y = ±
√
x2 + C

[2.] 2x2yy′ + y2 = 2

решење: y = ±
√

−e
1
x
−C + 2

[3.] y′ − x2 = y(x2y + x2 − 2y′)

решење: ln(y2 + y + 1) =
1

3
x3 + C

[4.] x(1 + y2) = yy′

решење: y = ±
√
ex2+C1 − 1

[5.] x
√

1 + y2 dx+ y
√
1 + x2 dy = 0

решење: −
√

1 + y2 =
√
1 + x2 + C

[6.] (x3 − 2x2 + x− 2)y′ = y(2x2 + 3x− 4)

решење: ln |y| = 2 ln |x− 2|+ 3arctg x+ C

[7.] y′ = 2y2 + 12y + 22 + (x2 − 3x)y′

решење:
1

2
√
2
arctg

(
y + 3√

2

)
= − 1√

13
ln

(
2x− 3−

√
13

2x− 3 +
√
13

)
+ C

[8.]
x√

1− x2
dy +

y√
1− y2

dx = 0

решење:
√

1− y2 +
1

2
ln

(√
1− y2 − 1√
1− y2 + 1

)
= −

√
1− x2 − 1

2
ln

(√
1− x2 − 1√
1− x2 + 1

)
+ C

[9.] y′ + y sinx = sinx

решење: y = 1 + C2e
cosx

[10.] (8y2 − 12y + 2)y′ = xy3 − 2xy2 + xy − 2x

решење: 2 ln |y − 2|+ 3 ln(y2 + 1) =
x2

2
+ C
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5.2 Линеарна диференциjална jедначина

Jедначина облика

y′ + P (x) y = Q(x)

назива се линеарна диференциjална jедначина.

Опште решење ове jедначине jе:

y(x) = e−
∫
p(x) dx

(
C +

∫
Q(x) e

∫
p(x) dx dx

)
Задатак. Одредити опште решење следећих диференциjалних jедначина:

[1.] y′ − 2xy = (x− x3) ex
2

решење: y(x) = ex
2

(
C +

x2

2
− x4

4

)
[2.] xy′ − x2 + 2y = 0

решење: y(x) =
1

x2

(
C +

x4

4

)
[3.] xy′ + 2y + x = x2 + 1

решење: y(x) =
3x4 + 6x2 − 4x3 + C

12x2

[4.] 2x(x2 + y) dx = dy

решење: y(x) = Cex
2 − x2 − 1

[5.] y′ + y sinx− ecosx = 0

решење: y(x) = ecosx (C + x)

[6.] xy′ − 2y = 2x4

решење: y(x) = x2
(
C + x2

)
[7.] (xy + ex) dx = xdy

решење: y(x) = ex (C + ln |x|)

[8.] xy′ = y + x2 cosx

решење: y(x) = x (C + sinx)
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5.3 Хомогена диференциjална jедначина

Jедначина облика

y = f
(y
x

)
назива се хомогена диференциjална jедначина.

Увођењем смене

z =
y

x

своди се на диференциjалну jедначину коjа раздваjа променљиве.

Задатак. Одредити опште решење следећих диференциjалних jедначина:

[1.] xy′ = y + x
(
1 + e−

y
x

)
решење: e

y
x + 1 = C1x

[2.] y′x+ y lnx = y + y ln y

решење: y(x) = xeC1x

[3.] xy + y2 =
(
2x2 + xy

)
y′

решење: 2 ln y − lnx+
y

x
= C

5.4 Бернулиjева диференциjална jедначина

Jедначина облика

y′ + P (x) y = Q(x)ys

назива се Бернулиjева диференциjална jедначина.

Увођењем смене

z = y1−s

своди се на линеарну диференциjалну jедначину.

Задатак. Одредити опште решење следећих диференциjалних jедначина:

[1.] xy′ + 2y =
√
y

решење: y(x) =
1

x2

(
C +

1

2
x

)2

[2.] 2y′ + y3x = y

решење: y(x) =
√

ex

xex − ex + C

[3.] y′ − y = 2x2√y

решење: y(x) =
(
Ce

x
2 − 2x2 − 8x− 16

)2
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5.5 Диференциjалне jедначине другог реда

Jедначина облика

y′′ + py′ + qy = f(x)

назива се линеарна диференциjална jедначина другог реда са
константним коефициjентима.

Задатак 1. Одредити опште решење следећих диференциjалних jедначина:

[1.] y′′ + 3y′ − 10y = xe−2x

решење: y(x) = C1e
−5x + C2e

2x +

(
− 1

12
x+

1

144

)
e−2x

[2.] y′′ + y′ − 6y = (3− 4x)ex

решење: y(x) = C1e
−3x + C2e

2x + xex

[3.] y′′ + 2y′ + y = (1 + x)e−x

решење: y(x) = C1e
−x + C2xe

−x +
x3e−x

6
+

x2e−x

2

[4.] y′′ − 2y′ + y = x2ex

решење: y(x) = C1e
x + C2xe

x +
x4ex

12

Задатак 2. Одредити опште решење следећих диференциjалних jедначина:

[1.] y′′ − 2y′ − 3y = ex cos 2x

решење: y(x) = C1e
3x + C2e

−x − ex cos 2x

8

[2.] y′′ − 3y′ − 4y = sinx

решење: y(x) = C1e
4x + C2e

−x +
3

34
cosx− 5

34
sinx

Задатак 3. Одредити опште решење следећих диференциjалних jедначина:

[1.] y′′ + 9y = 4 sin 3x

решење: y(x) = C1 cos 3x+ C2 sin 3x− 2

3
cos 3x

[2.] y′′ + y = 6 cos 2x

решење: y(x) = C1 cosx+ C2 sinx− 2 cos 2x

Задатак 4. Одредити опште решење следећих диференциjалних jедначина:

[1.] y′′ − 4y′ + 3y = (1− x)e2x + x

решење: y(x) = C1e
3x + C2e

x + xe2x − e2x +
x

3
+

4

9
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6 Диференцне jедначине

6.1 Диференцне jедначине другог реда

Задатак 1. Наћи опште решење диференцне jедначине 2yt+2 − 3yt+1 − 2yt = 6. Одредити
партикуларно решење уз услове y0 = 0 и 2y1 = −1 и кометарисати његово
понашање када се параметар t неограничено увећава.

решење:

yt = C1 (2)
t + C2

(
−1

2

)t

− 2

yp = 2t +

(
−1

2

)t

− 2

lim
t→+∞

yp =

(
2t +

(
−1

2

)t

− 2

)
= +∞

Задатак 2. Наћи опште решење диференцне jедначине 6yn+2 − yn+1 − yn = 8. Одредити
партикуларно решење уз услове y0 = 1 и 2y1 = −1 и кометарисати његово
понашање када се параметар n неограничено увећава.

решење:

yn = C1

(
−1

3

)n

+ C2

(
1

2

)n

+ 2

yp =
12

5

(
−1

3

)n

− 17

5

(
1

2

)n

+ 2

lim
n→+∞

yp =

(
12

5

(
−1

3

)n

− 17

5

(
1

2

)n

+ 2

)
= 2

Задатак 3. Наћи опште решење диференцне jедначине 28yt+2 + 29yt+1 + 6yt = 2. Одредити
партикуларно решење уз услове y0 = 1 и 2y1 = −1 и кометарисати његово
понашање када се параметар t неограничено увећава.

решење:

yt = C1

(
−3

4

)t

+ C2

(
−2

7

)t

+
2

63

yp =
50

91

(
−3

4

)t

+
49

117

(
−2

7

)t

+
2

63

lim
t→+∞

yp =

(
50

91

(
−3

4

)t

+
49

117

(
−2

7

)t

+
2

63

)
=

2

63

Задатак 4. Наћи опште решење диференцне jедначине 2yt+2 − 2yt+1 + yt = 1. Одредити
партикуларно решење уз услове y0 = 0 и 2y1 = −1 и кометарисати његово
понашање када се параметар t неограничено увећава.

решење:

yt =

(√
2

2

)t (
C1 cos

(π
4
t
)
+ C2 sin

(π
4
t
))

+ 1

yp =

(√
2

2

)t (
− cos

(π
4
t
)
− 2 sin

(π
4
t
))

+ 1

lim
t→+∞

yp =

((√
2

2

)t (
− cos

(π
4
t
)
+−2 sin

(π
4
t
))

+ 1

)
= 1

34

www.e
ko

f-m
at

em
at

ika
.rs


	Матрице
	Теорија
	Задаци

	Системи једначина
	Гаусов алгоритам
	Крамерово правило
	Кронекер–Капелијева теорема

	Граничне вредности функције
	Теорија
	Задаци

	Функције
	Теорија
	 Домен дефинисаности
	Парност/Непарност
	Нуле и знак функције
	Монотоност и екстремне вредности
	Конвексност, конкавност и превојне тачке
	Асимптоте
	График функције

	 Задаци 
	 Рационалне функције 
	Експоненцијалне функције
	Логаритамске функције


	Диференцијалне једначине
	Диференцијална једначина са раздвојеном променљивом
	Линеарна диференцијална једначина
	Хомогена диференцијална једначина
	Бернулијева диференцијална једначина
	Диференцијалне једначине другог реда

	Диференцне једначине
	Диференцне једначине другог реда


